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Einfihrung

Periodische Wavelets im Eindimensionalen
@ translationsinvariante Rdume mit Verschiebung 27 /N
@ Wavelets [PT95]
@ schnelle Algorithmen und de la Vallée Poussin-Mittel [Se98]

Im Mehrdimensionalen werden daraus
@ Verschiebungen auf T = [—7, 7)4

@ aus einem Skalierungsfaktor wird eine Skalierungsmatrix [MS03]

@ bei festem Faktor (z.B. | detJ| = 2) verschiedene Matrizen moglich [LP10]

@ Richtungspréferenz

@ Umgang mit ,Curse of Dimension”
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Muster

gleichverteilte Punkte auf dem Torus

Das Muster (M) einer reguldren Matrix M € Z9*9
_ d
PM) :=M""Z7n [-1,1)

@ |[AM)| = |detM| =: m
@ (P(M),+ mod 1) ist eine Gruppe

@ Teilmuster (N)
firM = JN, J,N € zd4xd

@ etwa im dyadischen Fall | detJ| = 2:

° J:=(§9)

M =(25 =?), 256 Punkte
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Translationsinvarianz

Fourier-Koeffizienten fiir f € L(T?)

. 1 T
a(f) == (f,elk°) = oL /w f(x)ek*dx, ke 7’

mit Tyf := f(o — 2my) heiBt V C L,(T9) M-invariant, falls
Vy € AM) : Tyf e V.
= Raum der Translate V[, := span{T,f, y € P(M)} ist M-invariant.

g € Vjy lasst sich schreiben als

g= Z ayTyf, ay €C
yEP(M)

R. Bergmann Multivariate periodische Wavelets
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Fourier-Transformation
Die Menge G(M) := MPA(M) = M[—1, 1)9 N Z9 heift erzeugende Menge.

Die Fourier-Matrix auf P(M):

1 G
F(M) = — —2mih'y
(M) vm (e >heg(w),ye7>(m)

= Cme

@ h € G(M") adressiert Zeilen, y € (M) die Spalten
o feste Anordnung der Elemente in G(M") und (M)
@ mita = (ay)yepm) € C™ (sortiert wie die Spalten): DFT auf P(M)

a= (ah)heg(mr) = \/r?]-'(M)a eCm

= Fourier-Transformation in O(m log m)
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Translationsinvarianz Il

Charakterisierung der Translate in Fourier-Koeffizienten

Schreiben g € V{j mit ¢ (Tyf) = e~ 2™k (f) als

g= Z aTyf < «lg)= Z aye‘z’”"T"ck(f), k e z4
YER(M) yER(M)

Zerlegenk = h + M’z, mith € G(M'),z € Z¢ (e=2miz'My _ 1)

=2 Ch+MTz(g) = E aye’z’”h yCh+MTZ(f) = ahch+M7z(f)
yeEP(M)
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Wavelet-Transformation

Gegeben seien
@ Faktorisierung M = JN, |detJ| =2
@ Skalierungsfunktionen &, p € Ly(T9), ¢ € Vﬁn mit
® Ty¢, y € PA(M)linear unabhédngig = dim Vﬁn =m
@ Typ, x & P(N)linearunabhéngig = dim Vg = 3

= Es existiert ein Wavelet 1), so dass Vﬁn = V;ﬁ ) \/ﬁ

= Zerlegung der Funktion fyy € Vf,, in fu=fu+gn, fNEV], 9gnE \/,f

o fyist eine ,grébere Darstellung”
@ gn heillt Wavelet-Anteil von fyy = Detail
@ richtungsselektiv, abhdngig von J

R. Bergmann Multivariate periodische Wavelets
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Die schnelle Wavelet-Transformation

Beschreibung im Frequenzbereich

° Zerlegung in Fourier- und V'5M-Koefﬁzienten: Mit
P

Z Afu,y va = Z acp,yTyéa

yEPM) yEP(M)
ist
Gfyk = Z Gy k+NTgUfy k+NTgs
| detJ
€g()
analog mit ¢ € V4, fii Vﬁ

= Wavelet-Transformation in O(m)

R. Bergmann Multivariate periodische Wavelets

Z dfy x Txp

x€P(N)

k € G(N")
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Konstruktion von Wavelet-Systemen
o K(M")=M"[-1 119nzZd
@ Dirichlet-Skalierungsfunktion cx(¢om) = \/451 ey (K)

= Gibbs-Phdnomen
@ Rander gesondert betrachten fiir Orthonormalitét

FirM= (2 2)undJ=Jy=N=(137°)

—20

10 +

ck(om) schematisch
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(M")=M"[-1 119nzZd

@ Dirichlet-Skalierungsfunktion ck(ypm) = \/451 ey (K)
= Gibbs-Phdnomen

@ Rander gesondert betrachten fiir Orthonormalitat

FirM= (2 2)undJ=Jy=N=(137°)

_1 ka
8\/_2_%\ 10 +
1
162 | 20
0 —20 ki
kp  F~Z15 ki —10 -
ck(on), |ek(¥n)| schematisch
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(M")=M"[-1 119nzZd
@ dela Vallée Poussin-Mittel cx(@m)

= Lokalisierung
@ Glattheit auch am Rand

FirM= (2 2)undJ=Jy=N=(137°)

ck(Bn), [ek(¥n)| schematisch

R.Bergmann Multivariate periodische Wavelets



S UNIVERSITAT ZU LUBECK
INSTITUT FUR MATHEMATIK

Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 119N Z4

@ Dirichlet-Skalierungsfunktion ck(ypm) = ﬁ Ty (k)
= Gibbs-Phanomen

@ Rander gesondert betrachten fiir Orthonormalitat

FirM= (2 12)undJ=Jx=N=(]3°)

1
1| Y
162 | f
0\ . .
7

0

ky 3
k() a(tn) x 27KN'9 g e P(I)\{0}
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 119N Z4

@ dela Vallée Poussin-Mittel cx(Zm)
= Lokalisierung

@ Glattheit auch am Rand

FirM = (2 2) undJ = Jy = N = (13-5)

1 S
Wﬂ\ ‘..t.“ U1/\ne :.0':
1 Bl VM 24 AV hele
16«/3\ ’
0
ke T~ kq
k(#n) a(ihn) x 2KN9 g e P(I)\{0}
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 1190 Zd
@ Dirichlet-Skalierungsfunktion om
= Gibbs-Phdnomen
@ im Zeitbereich: Richtungspraferenz

FirM = (28 -12) undJ = Jy= N = (1)
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 1190 Zd
@ Dirichlet-Skalierungsfunktion om
= Gibbs-Phdnomen
@ im Zeitbereich: Richtungspraferenz

FirM = (28 -12) undJ = Jy= N = (1)
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 1190 Zd
@ Dirichlet-Skalierungsfunktion om
= Gibbs-Phdnomen
@ im Zeitbereich: Richtungspraferenz

FirM= (2 2)undJ=Jy=N= (1379)
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Konstruktion von Wavelet-Systemen

o K(MT) =M"[-1 1190 Zd
@ de la Vallée Poussin-Mittel @m
= Lokalisierung
@ im Zeitbereich: Richtungspraferenz

FirM= (2 2)undJ=Jy=N= (1379)
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Beispiel: Zerlegung und Lokalitat

L=

i OBoxSpIineB@,e:%(ggé?—11)
@ um 5 gedreht

@ Samplingpunkte: 21y, y € A(M,),
M, _ (256 —444
27 \444 256

Bo(Rzx) @ 3 Zerlegungsmoglichkeiten

R.Bergmann Multivariate periodische Wavelets 10
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Beispiel: Zerlegung und Lokalitat

NI=

Diric
x
3
o \
4
-
2 =
R.Bergmann

Bo ( R z X) . )
hlet-Wavelets - g
I 5.00 z
0
0
‘ I -5.00
107°
X JY ]
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Beispiel: Zerlegung und Lokalitat

1 I 1.00
1 5 / 050
2
0
0 o
-0.50
-z / I ~1.00
x 1074
Bo(RzX) . Ix
de la Vallée Poussin-Wavelets - E ° : g
" I
1 .00 I 1.00
: : 0.50
\ 0
o
—o 50 -0.50
_1 00 =4 I -1.00
x 107* x 107°
Jy Jp
a x ) x B 5 z 0 S B
H H H H
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446 260

@ Zerlegung:Ms; = N

bzw. M, =N
sz
<—\
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@ Box Spline Bg, © = %(825?71)
@ um 3 gedreht
o M; = (254 544y
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@ Box Spline Bg, © = %(825?71)
@ um % gedreht
o M; = (254 —444)’ M, = (5(1)2 0 )

446 260 512
@ Zerlegung: M3 = JpN
bzw. M; = JyN’
ka
ki kq

Wa
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Beispiel: Zerlegung tiber mehrere Level

@ BoxSplineBg, © = Z(89797")
@ um 3 gedreht
® Ms = (36 560'): Mi = (56 57)
@ Zerlegung: M3 = JpJyN

bzw. M1 = Jy.l;rN/

I

200

—200

| wg
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bzw.

@ Box SplineBg, © = (8979
@ um % gedreht

254 —444
o M; = (332 a0

@ Zerlegung: M3 = JpJyJyN

)7 M, = (5(1)2

M, = JyJi N

ka

200 +

—200

—200 +

Multivariate periodische Wavelets

=

ki

)



UNIVERSITAT ZU LUBECK
INSTITUT FUR MATHEMATIK

@ BoxSplineBg, © = Z(89797")
@ um 3 gedreht
o M; = (3 260): M1 = (%% 5%2)
@ Zerlegung: M3 = JpJyJyJyN

bzw. M1 = Jyj;r.lnyN/

ka

200 +

] —200 ;_k:

—200 +
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@ Box Spline Bg, © = %(825?71)
@ um 3 gedreht
o Ms = (338 5¢0"), Mi = (%3 5%,)

@ Zerlegung: M3 = JpJyJyJyJxN

bzw. M1 = Jyj;r.’nyJle
ka ky
200 200
L —
— 200 ki \?\‘) ka
v v
—200 + —200 1
74 wi,
N N/

R.Bergmann Multivariate periodische Wavelets 1



UNIVERSITAT ZU LUBECK
INSTITUT FUR MATHEMATIK

y

2 = 2
B@(R%X)
de la Vallée Poussin
ka

200 T

\'m

—200 ‘ ki

—200 1

Wa

@ BoxSplineBe, ©® = 5 (5859 7")
eumi% gedreht
o M; = (232 Heah), My = (5259%,)

446 260 512
@ Zerlegung: M3 = JpJyJyJyJxN
bzw. M1 = Jy.w_.ly.jy.lle
ky

200 1

-
o | g

—200
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Beispiel: Zerlegung tiber mehrere Level

de la Vallée Poussin

wv ;[Y I
1 ' 5.00

@ BoxSplineBe, ©® = 5 (5859 7")
eumi% gedreht
o M; = (2¢ Heoh), My = (°12%,)

446 260 512
@ Zerlegung: M3 = JpJyJyJyJxN
— + /
bzw. M1 = Jy.lY .lnyJ)(N
n
. /! Iz.oo
2
/
of 0
i
_x I-z.oo
2 {
-6
- = 5 : X0
!
gN/ G Wk/;/
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Zusammenfassung

Muster (M) verallgemeinern dquidistante Punkte

auf A(M): FFT & schnelle Wavelet-Transformation

Vergleich der Dirichlet- und de la Vallée Poussin-Mittel-Wavelets

Richtungspraferenz bei der Kantendetektion

Mit den de la Vallée Poussin-Wavelets

o weitere Matrizen méglich, etwa J} = (1)
@ adaptive Wahl einer Richtung
@ Lokalisierung

R.Bergmann Multivariate periodische Wavelets 12
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