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Einleitung - Motivation

Im Eindimensionalen
Verschiebung 2π/N
Charakterisierung der (Unter-)Räume im Frequenzbereich
periodische Wavelets ([Se98], [PT95])

Im Mehrdimensionalen darauf aufbauend
Charakterisierung der (Unter-)Räume
(wie immer) Umgang mit dem „Curse of Dimension“
(adaptive Berücksichtigung von Richtung(en)

⇒ nicht nur Tensorprodukt
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Einleitung - Notation

Betrachten Funktionen f,g ∶Td→C,
auf dem Td ≅ [0,2π)d d-dimensionalen Torus.

Mit
⟨f,g⟩ = 1

(2π)d ∫Td
f(x)g(x)dx

ist L2(Td) ∶= { f ∣ ⟨f, f⟩ <∞} ein Hilbertraum.
Bild des T2

Jede Funktion f ∈ L2(Td) kann als Fourier-Reihe geschrieben werden

f = ∑
k∈Zd

ck(f)eik
T○ mit ck(f) = ⟨f,eik

T○⟩

Parsevalsche Gleichung: ⟨f,g⟩ = ∑
k∈Zd

ck(f)ck(g), c(f) = (ck(f))k∈Zd ∈ l2(Zd)
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Das Muster und die erzeugende Gruppe
SeiM ∈Zd×d eine reguläre Matrix,m ∶= ∣detM∣ > 0.

Das Gitter Λ(M) =M−1Zd = {y ∣My ∈Zd} ist 1−periodisch.
.
Deönition
..

.
Für eine reguläre MatrixM ∈Zd×d heißt P(M) ∶= Λ(M)∩ [0,1)d das Muster zur
MatrixM

P(M) ist ein Repräsentantensystem bezüglich +mod I
(P(M),+mod I) eine abelsche Gruppe.

Analog: Die erzeugende Gruppe G(M) ∶=MP(M)mit +modM,
d.h. es gibt eine eindeutige Zerlegung für k ∈Zd ∶
k = h+Mz, h ∈ G(M), z ∈Zd.

Verallgemeinerung des 1D:M = N ∈N+, also P(N) = { kN , k = 0, . . . ,N−1} und
G(N) = {0,1, . . . ,N−1}.
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Eigenschaften des Musters

.
Lemma (Anzahl Elemente)
..
.Es gilt ∣P(M)∣ = ∣detM∣ =m

Beweisidee: Betrachtung des Volumens vonM−1[0,1)d [BHR93, S.35].

.
Lemma
..
.Es gilt: fürM = JN:P(N) ⊂P(M)

Für ein y ∈P(N) gilt Ny ∈Zd und somit auchMy = JNy ∈Zd

Für J gilt dies nicht, etwa für N = (1 −1
1 1 ) ,J = (

2 0
0 1) gilt P(J) /⊂P(JN)
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (4 0
0 1)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (4 −1
4 1 ) (Diagonal)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = ( 4 −1
16 4 ) (Skalierung y)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−12 −5
20 3 ) (Diagonal)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−24 −10
20 3 ) (Skalierung x)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−24 −10
80 12 ) (Skalierung y)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−48 −20
80 12 ) (Skalierung x)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−128 −32
32 −8 ) (Diagonal)

auf T2
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Beispiel

auf [0,1)2

M = (−128 −32
64 −16) (Skalierung y)

auf T2

R. Bergmann (Universität zu Lübeck) Multivariate translationsinvariante Räume 7



Fourier-Transformation
Die Fourier-Matrix auf P(M) ist deöniert durch [CL94]

F(M) ∶= 1√
m
(e−2π ihTy)

h∈G(MT),y∈P(M)
∈Cm×m

h ∈ G(MT) adressiert Zeilen
y ∈P(M) die Spalten
mit a = (ay)y∈P(M) ∈Cm (sortiert wie d. Spalten): DFT auf P(M)

â = (âh)h∈G(MT) =
√
mF(M)a ∈Cm

Für d = 1 ist M =MT = N ∈N undF(M) die klassische Fourier-Matrix.

Interpretation: P(M) entspricht den Abtastpunkten (auf Td),
G(MT) denmehrdimensionalen Frequenzen (eik○: „Welle mit Richtung“)
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Zyklen im Muster

.
Deönition
..

.

Die ZerlegungM =QERmit
E = diag(ε1, . . . ,εd)
εj−1∣εj, j = 2, . . . ,d
∣detR∣ = ∣detQ∣ = 1

heißt Smith-Normalform vonM.

Da R,Q lediglich einen Basiswechsel vollziehen, gilt
P(M) ≅P(E) = Cε1 ⊗⋯⊗Cεd , wobei Cεj =

1
εj
ej{0, . . . ,εj−1}.

Für nichttriviale Zyklen (εi > 1) ∃y ∈P(M) ∶ ky ≡ 0mod I⇔ k =Zεi

Somit istF(M) = PhFε1 ⊗⋯⊗FεdPy, Fε = (e−2π ihε−1g)
ε−1

g,h=0
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Raum der Translate

Mit dem Translationsoperator T(y)f ∶= f(○−2πy), f ∈ L2(Td), y ∈P(M).
.
Deönition
..

.

Ein Unterraum V ⊂ L2 heißtM-invariant

∀y ∈P(M)∀f ∈ V ∶ T(y)f ∈ V

.
Lemma
..
.Der Raum V f

M ∶= span{T(y)f,y ∈P(M)} istM-invariant

Für ein g =∑y∈P(M)ayT(y)f ∈ V f
M ist für ein bel. x ∈P(M)

T(x)g = ∑
y∈P(M)

ayT(x+y)f = ∑
y∈P(M)

ay−x mod IT(y)f ∈ V f
M
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Inklusionsbeziehung der Funktionen
.
Theorem
..

.

g ∈ V f
M ist erfüllt, genau dann, wenn ein Vektor a = (ay)y∈P(M)mit diskreter

Fourier-Transformierten â =
√
mF(M)a existiert und für diesen gilt

ck+Mz(g) = âkck+Mz für alle k ∈ G(MT), z ∈Zd

.
Beweis.
..

.

g ∈ V f
M⇔ g = ∑

y∈P(M)
ayT(y)f⇔ ck(g) = ∑

y∈P(M)
aye−2π ikTy ck(f)

Zerlegen k = h+MTz, h ∈ G(MT), z ∈Zd und erhalten (e−2π izTMy = 1)

⇔ ch+MTz(g) = ∑
y∈P(M)

aye−2π ihTy ch+MTz(f) = âhch+MTz(f)
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Zusammenfassung & Ausblick

Richtungspräferenz im Mehrdimensionalen durch Muster
Charakterisierung der (Unter-)Räumen
Berechnungen/Enthaltenseinsbeziehung im Frequenzbereich

Möglich sind
ein dyadischesmulativariates Waveletsystem
(adaptive) Richtungspräferenz durch Teilmuster und Waveletfunktionen
schnelle Algorithmen (FFT, Zerlegung)

Herausforderung:
Verallgemeinerung der de-La-Vallée-Poussin-Mittel
Anforderungen/Eigenschaften der Wavelet- und Skalierungsfunktionen
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