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Einleitung - Motivation

Im Eindimensionalen
@ Verschiebung 27/N
@ Charakterisierung der (Unter-)Raume im Frequenzbereich
@ periodische Wavelets ([Se98], [PT95])

Im Mehrdimensionalen darauf aufbauend
@ Charakterisierung der (Unter-)Rdume
@ (wie immer) Umgang mit dem ,Curse of Dimension”
@ (adaptive Berticksichtigung von Richtung(en)
= nicht nur Tensorprodukt
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Einleitung - Notation

Betrachten Funktionen f,g: T¢ - C,
auf dem T9 = [0, 27)? d-dimensionalen Torus.

(£9)= mya s, f00g0) o \\

ist L2(T9) := { f|(f,f) < oo} ein Hilbertraum.

Mit

Bild des T2
Jede Funktion fe L%(T9) kann als Fourier-Reihe geschrieben werden

f=> ck(f)eikTC’ mit ¢y (f) = (f,e”‘T°)

kezd

Parsevalsche Gleichung: (f,g) = ¥ ck(fck(9), €(f) = (ck(F))epe € P (Z9)
kezd
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Das Muster und die erzeugende Gruppe

Sei M € %9 eine regulre Matrix, m := |detM| > 0.

Das Gitter A(M) = M~'Z? = {y|My ¢ Z9} ist 1-periodisch.

Fiir eine reguldre Matrix M e Z%*? heit P(M) := A(M) n[0,1)? das Muster zur
Matrix M

@ P(M) ist ein Reprasentantensystem bezuglich + mod |

@ (P(M),+ mod ) eine abelsche Gruppe.
Analog: Die erzeugende Gruppe G(M) := MP(M) mit + mod M,
d.h. es gibt eine eindeutige Zerlegung fiirk e Z:
k=h+Mz, heG(M), zeZq.

Verallgemeinerung des 1D: M = N e N*, also P(N) = {%, k=0,...,N-1} und
G(N)={0,1,....N-1}.
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Eigenschaften des Musters

Lemma (Anzahl Elemente)
Esgilt|P(M)| = |detM| =m

Beweisidee: Betrachtung des Volumens von M [0,1 )d [BHR93, S.35].

Lemma
Es gilt: fir M = JN: P(N) c P(M)

Fiir einy € P(N) gilt Ny € Z¢ und somit auch My = JNy € Z¢

Fiir J gilt dies nicht, etwa fir N = (1 _11 ) J= ((2) ?) gilt P(J) ¢ P(JN)
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Beispiel

M= pl (Diagonal)

auf [0,1)?2 auf T2
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-1 .
M= % a (Skalierung y)

auf[0,1)2 auf T2
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-128 -32 .
/ M= ( 32 _8 ) (Diagonal)

auf[0,1)?
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Fourier-Transformation

Die Fourier-Matrix auf P (M) ist definiert durch [CL94]

_ 1 ( oniny
Fli)= vm (e )heg(MT)yeP(M)

mxm

o heG(M') adressiert Zeilen
@ y e P(M) die Spalten
@ mita=(dy)yep(m) € C™ (sortiert wie d. Spalten): DFT auf P(M)

Fird=1ist M=M"=NeNund F(M) die klassische Fourier-Matrix.

Interpretation: P(M) entspricht den Abtastpunkten (auf T9),
Q(MT) den mehrdimensionalen Frequenzen (e'*°: Welle mit Richtung”)
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Zyklen im Muster

Die Zerlegung M = QER mit
e E=diag(es,...,&)

° 8]—1|£j3j:27"'7d
o |detR|=|detQ|=1
heiBt Smith-Normalform von M.

Da R, Q lediglich einen Basiswechsel vollziehen, gilt
P(M) 2 P(E) =Ce, ®---®Ce,, Wobei C¢, = éej{o, =1}

Fur nichttriviale Zyklen (g >1) Jye P(M):ky=0 mod | < k=Z¢;

e-1

Somitist F(M) = PhFe, ® - ® Fe Py, Fe= (e‘2”‘h8_19) o
g7 =
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Raum der Translate

Mit dem Translationsoperator T(y)f:= f(o - 21y), fe L>(T9), yeP(M).

Ein Unterraum V c L? heit M-invariant

Vye P(M)VfeV: T(y)feV

Lemma

Der Raum Vi := span {T(y)f,y € P(M)} ist M-invariant

Furein g = Yyepm) ayT(y)fe Viy ist fiir ein bel. x e P(M)

T(x)g= Z ayT(x+y)f= Z Qy_x modIT(Y)fe Vl,\‘n
yeP (M) yeP (M)
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Inklusionsbeziehung der Funktionen

Theorem

g e Vi ist erfiillt, genau dann, wenn ein Vektor a = (ay)yep(my mit diskreter
Fourier-Transformierten a = \/mJF (M)a existiert und fiir diesen gilt

Ckemz(9) = AkCiemz fir allek e G(M'), ze 24

Beweis.

ol
gevme=g= Y aT(yfealg= Y ae ™ Vq(h
yeP (M) yeP (M)

Zerlegen k=h+M"z, h e G(M'), z¢ Z9 und erhalten (e-2%Z'My _ 1)

—27ih"; A
= Ch+MTz(g) = Z aye ! yCh+MTz(f) = ahch+MTz(f)
yeP (M)
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Zusammenfassung & Ausblick

@ Richtungspraferenzim Mehrdimensionalen durch Muster
@ Charakterisierung der (Unter-)Raumen
@ Berechnungen/Enthaltenseinsbeziehung im Frequenzbereich

Maglich sind
@ ein dyadisches mulativariates Waveletsystem
@ (adaptive) Richtungspraferenz durch Teilmuster und Waveletfunktionen
@ schnelle Algorithmen (FFT, Zerlegung)
Herausforderung:
@ Verallgemeinerung der de-La-Vallée-Poussin-Mittel
@ Anforderungen/Eigenschaften der Wavelet- und Skalierungsfunktionen
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